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Hinweise:

Sebastian Junges, Benjamin Kaminski, David Korzeniewski, Tim Quatmann

Ubung 8

— Musterlosung —

Die Losungen miissen bis Donnerstag, den 21. Juni um 16:00 Uhr in den entsprechenden Ubungskasten
eingeworfen werden. Sie finden die Kédsten am Eingang Halifaxstr. des Informatikzentrums (Ahornstr. 55).

Die Ubungsblatter miissen in Gruppen von je 3 Studierenden aus der gleichen Kleingruppeniibung abgegeben
werden.

Drucken Sie ggf. digital angefertigte Losungen aus. Abgaben z.B. per Email sind nicht zuldssig.

Namen und Matrikelnummer sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt der Abgabe zu
schreiben. Abgaben, die aus mehreren Blattern bestehen miissen geheftet bzw. getackert werden! Die
Gruppennummer muss sich auf der ersten Seite oben links befinden.

Bei Nichtbeachten der obigen Hinweise miissen Sie mit erheblichen Punktabziigen rechnen!

Aufgabe 1 (Countingsort):

(15 Punkte)

Sortieren Sie das Array 3,6,2,4,5,5,0,2 mit Countingsort (k = 6):
Geben Sie dazu das Histogramm, das Positionsarray an, sowie das Ergebnisarray nach jedem Einfiigen.

Losu

ng:

Histogramm: 1, 0,2, 1, 1,2, 1
Positionsarray: 1, 1, 3,4,5,7, 8

Array:

al0]

al1] a[2] al3]

al4]

a[8] al6] al7]

2]

af0] al1] a[2] al3] a[4]

a[5] al6] al7]

o]

2]

al0] afl1] al2] al3] afl4]

a[5] al6] al7]

o]

2]

5]

al0] alt] af2] af3] al4] als]al6] al7]

ol l2f [ [sfs] |
al0] al1] a[2] al3] al4] a[5]al6] al7]
ol 2 [4]sfs] |
al0] a[1] a[2] a[3] al4] a[5]al6] al7]
Lof2f2] [afsfs] |
al0]al1] a[2] al3] al4] a[5] al6] al7]
Lo]2f2] [4fs]s]s]

af0] al1] a[2] a[3] a[4] a[5] a[6] a[7]

Lof2]2]2]+]s]s]s]
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Aufgabe 2 (Hashing Il): (25 Punkte)

Wir betrachten vollstandig randomisiertes “Hashing” mit offener Adressierung, welches wie folgt funktionieren soll:
Sei m die GroRke der Hashtabelle.

Einfiigen eines Schliissels k:

1)
2a)
2b)

Ermittle eine zufallige Slotnummer s zwischen 0 und m — 1, jeweils mit Wahrscheinlichkeit

3k

Falls der Slot s belegt ist, gehe zu 1)

Falls der Slot s frei ist, speichere Schliissel k in Slot s.

Suchen eines Schliissels k:

1)
2a)
2b)

b)

d)

Ermittle eine zuféllige Slotnummer s zwischen 0 und m — 1, jeweils mit Wahrscheinlichkeit

3|

Falls der Slot s den Schliissel k nicht enthélt, gehe zu 1)

Falls der Slot s den Schliissel k enthalt, gebe s zuriick.

Leiten Sie in Abhangigkeit vom Fiillgrad o die Average-Case-Komplexitat fiir das Einfiigen eines Schliissels
k in die Hashtabelle her.

Hinweise:

Fir0<g<1lgilt Y po,qf k= ﬁ und Y50, gk = 1Eq.

AuBerdem gilt Hy =1+ 243 +---+ % € O(In(n)).

Leiten Sie in Abhdngigkeit von der Anzahl #(k) an Vorkommnissen eines Schliissels k in der Hashtabelle
die Average-Case-Komplexitat fiir die erfolgreiche Suche nach einem Schliissel k her.

Leiten Sie die Average-Case-Komplexitat fiir die erfolglose Suche nach einem Schliissel k her.

Beurteilen sie die Giite von vollstandig randomisiertem Hashing auf Grundlage der in der Vorlesung aufge-
fiihrten Giitekriterien von Hashfunktionen. Fillt ihnen ein zusatzliches, in der Vorlesung nicht aufgefiihrtes,
Giitekriterium ein, dass im Zusammenhang mit randomisiertem Hashing relevant ist?

Losung:
a) Seien n Schliissel bereits in die Hashtabelle der GroRBe m eingefiigt. Wir nehmen an, dass n < m. Der
Fiillgrad der Hashtabelle ist dann
n
a=—
m

Fiir die asymptotische Average-Case-Analyse zdhlen wir nun, wie oft der Schritt 1 durchgefiihrt wird. Die
Wahrscheinlichkeit, dass beim Ermitteln einer zufdlligen Slotnummer ein belegter Slot getroffen wird, ist

n
R
m

denn es gibt n belegte Slots aus insgesamt m maoglichen Slots, die jeweils alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit

getroffen werden.
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b)

Dual dazu betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dass beim Ermitteln einer zufilligen Slothummer ein freier Slot
getroffen wird,

m-—n

=1—-a,
m

denn es gibt m—n freie Slots aus insgesamt m maglichen Slots, die jeweils alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit
getroffen werden.

Die erwartete Anzahl an Schritten, die gebraucht werden, bis ein freier Slot gefunden wird, ist die Summe
uber alle Moglichkeiten, zunachst / belegte Slotnummern zu generieren und anschlieBend eine unbelegte zu
generieren, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten dieses Ereignisses. Aufgeschrieben als
Summe ergibt sich also

Za 1l-0)-(/+1)

:(1—a)-Za'¥(/+1)

=(1-a) <(a—1)2 l—a) (siehe Hinweise)
~0-) (o o) (-2 = (b 2?)
l-a
( o)
o a 1
1 a1
1
11—«

Damit ist die asymptotische Average-Case-Komplexitat fiir das Einfiigen in die Hashtabelle O(1/1 -a).

Da es sich um eine erfolgreiche Suche handeln soll, nehmen wir an, dass #(k) > 0. Fiir die asymptotische
Average-Case-Analyse zahlen wir nun, wie oft der Schritt 1 durchgefiihrt wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass
beim Ermitteln einer zufilligen Slotnummer nicht der gesuchte Schliissel k getroffen wird, ist

m — #(k)

m

=0,

denn es gibt m—#(k) Slots aus insgesamt m maglichen Slots, die nicht den gesuchten Schliissel k enthalten
und jeweils alle mit gleicher Wahrscheinlichkeit getroffen werden.

Dual dazu betragt die Wahrscheinlichkeit, dass beim Ermitteln einer zufalligen Slotnummer der gesuchte
Schliissel k getroffen wird,
#(k)
27 _-1-p,
p= B
denn es gibt #(k) Slots aus insgesamt m mdglichen Slots, die den Schliissel k enthalten und jeweils alle
mit gleicher Wahrscheinlichkeit getroffen werden.

Die erwartete Anzahl an Schritten, die gebraucht werden, bis der Schliissel k gefunden wird, ist die Summe
liber alle Moglichkeiten, zunachst / Slothummern, die den Schliissel k nicht enthalten, zu generieren und
anschlieBend eine zu generieren, die den Schliissel k enthalt, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit fiir das
Auftreten dieses Ereignisses. Aufgeschrieben als Summe ergibt sich also

Z@' 1-8)-(i+1)
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d)

Diese Summe ist die gleich wie in Aufgabe a), wobei a durch 3 ersetzt werden muss, und als Auflésung
ergibt sich somit

1 m

1B #(k)

Damit ist die asymptotische Average-Case-Komplexitat fiir die erfolgreiche Suche nach einem Schliissel k
gegeben durch O(m/x(k)).

Bei der erfolglosen Suche nach dem Schliissel kK kommt k iiberhaupt nicht in der Hashtabelle vor. Die
vorliegende Hashingmethode hat jedoch keinerlei Moglichkeit, herauszufinden, dass der Schliissel tatsachlich
nicht vorkommt. Insbesondere gibt es in diesem Fall kein Abbruchkriterium und die Suche nach k lauft
unendlich lang. Die Komplexitat ist in diesem Falle also ©(o0).

Die vorgeschlagene Hashfunktion ist einfach zu berechnen, surjektiv, gleichverteilt Schliissel optimal auf alle
Indizes und streut dhnliche Schliissel optimal breit liber die Hashtabelle. Insoweit handelt es sich um eine
optimale Hashfunktion.

Ein weiteres Kriterium, dass in der Vorlesung nicht angesprochen wurde und fiir diese Hashfunktion ein
Problem darstellt, ist die Wiederauffindbarkeit von Schliisseln. Im Falle, dass der Schliissel nicht in der Has-
htabelle enthalten ist, dauert die Suche nach dem Schliissel unendlich lange. Insofern ist diese Hashfunktion
von unterster Giite.

Aufgabe 3 (Giite von Hashingfunktionen): (10 Punkte)

Beurteilen Sie anhand der in der Vorlesung aufgefiihrten Glitekriterien von Hashfunktionen, d.h.

einfache Berechenbarkeit
Surjektivitat
Gleichverteilung auf alle Indizes

Moglichst breite Verteilung ahnlicher Schliissel auf die Hashtabelle,

Jjeweils die folgenden Hashfunktionen:

f:{1,2,3, ...,100} -+ {0, 1,2, ..., 10}, x> |[12]

g: N — Z/101Z, x — 2*mod 101
h:{0,1,2,...,100} = {0, 1,2, ..., 10}, x — xmod 11
itN—{0,1,2 ...,50}, x+— |%] mod51

Begriinden Sie ihre Antworten.

Losung:

Die Funktion f ist einfach zu berechnen aber nicht surjektiv: Die Werte 9, 8, 7 und 6 werden nicht getroffen. Des
Weiteren verteilt f die Werte ihres Definitionsbereiches nicht mit gleicher Haufigkeit auf ihren Bildbereich: Die
meisten Werte werden auf 0 abgebildet. Auch werden dhnliche Schliissel nicht moglichst breit auf den Bildbereich
verteilt.
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Die Funktion g ist nicht surjektiv, da die 0 nicht getroffen wird. Entfernt man jedoch die 0 aus dem Bildbe-
reich, so erfiillt g alle Kriterien einer guten Hashfunktion.

Die Funktion h erfiillt alle Kriterien einer guten Hashfunktion. Die Streuung ist jedoch nicht so gut wie die

von g.

Die Funktion / ist einfach zu berechnqn und surjektiv. i verteilt die Werte ihres Definitionsbereiches mit glei-
cher Haufigkeit auf ihren Bildbereich. Ahnliche Schliissel werden aber nicht moglichst breit auf den Bildbereich
verteilt. Zum Beispiel werden die benachbarten Zahlen 0 und 1 beide auf O abgebildet.

Aufgabe 4 (Hashing mit linearer Sondierung):

Fiigen Sie die folgenden Werte in der angegebenen Reihenfolge in
der Multiplikationsmethode (¢ = 0.01) mit linear Sondierung ein:

5,21,23, 17,11, 7, 1.

(15 Punkte)

das Array a der Lange 11 unter Verwendung

alo] a1l af2] al3] al4] a[5] al6] a[7] al8] al9] afl10]
afo] al1] al2] a[3] al4] a[s] al6] al7] a[8] al9] al10]
alo] a1l af2] al3] al4] al5] al6] al7] al8] al9] al10]
al0]l alt]l al2] al3] al4] als] al6] al7] al8] al9] al10]
al0] al1]l a2l al3] al4] al5] al6] al7] al8] af9] a[10]
alo0] al1] al2] al3] al4] a[b] al6] al7] a[8] al9] afl10]
al0] al1]l a2l a3 al4] a[5] al6] al7] al8] af9] a[10]
Losung:
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m =11, c = 0.01:

| o]

| sfi7]2rf23] [ |

| s{irfar]2s]| | |

| s{i7far]23]uaf 7]

23

| 1 |
5 I 1 I I
s ferfes]

| s{ir|2r]2s]uaf 7] :

Aufgabe 5 (Hashing mit quadratischer Sondierung):

(20 Punkte)

Fiigen Sie die folgenden Wert in der angegebenen Reihenfolge in das Array a der Lange 11 unter Verwendung der
Multiplikationsmethode (¢ = 0.01) mit quadratischer Sondierung (c; = 2.0, c; = 1.0) ein:

5,21,23, 17,11, 7, 1.

afol] al1]l al2] al3] al4] al5] al6] al7] al8] al9] afl10]
a[o0] al1] al2] a[3] al4] a[5] a[6] al7] a[8] a[9] afl10]
afol al1]l al2] al3] al4] al5] al6] al7] al8] al9] al10]
a[o0] al1] al2] a[3] al4] a[5] al6] al7] al8] a[9] al10]
alol al1]l al2] al3] al4] al5] al6] al7] al8] al9] al10]
alo0] al1] al2] a[3] al4] a[5] al6] al7] al8] a[9] afl10]
alol al1]l al2] al3] al4] al5] al6] al7] a8 al9] afl10]
Losung:
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m=11,¢c=0.01, ¢t =20, & =1.0:

EHENE
o]

| sar ]| | [23]

EEEEEE

| sf1zfar]| 71223

|
2] | |
| |

5
5| |21

1

| s{17f2r] 7]11]23]

Aufgabe 6 (Laufzeit):

(15 Punkte)

Fiir die nachste Prasenziibung tiberlegen wir uns, nochmal Laufzeiten abzufragen. Wir haben uns sogar schon die
Antworten iiberlegt, aber uns fehlen noch die Algorithmen. Bitte, helfen Sie uns!
Schreiben Sie, in Pseudocode, kurze Algorithmen die einen print ()-Aufruf so oft, wie angegeben, ausfiihren.

Beachten Sie folgende Regeln:

e Der Algorithmus soll keine Rekursion benutzen. Schleifen und If-Abfragen sind natiirlich erlaubt.

e Der Pseudo-code soll ausschliesslich folgende Operationen ausfiihren: +, -, /, mod

e Integer konnen mit den tiblichen Relationen =, <, < verglichen werden.

a) A(n): Integer -> void
mit 3 + 1 print()-Aufrufe.

b) B(n): Integer -> void
mit n® + n? print()-Aufrufe.

c) C(n): Integer -> void
mit 3" + n" print()-Aufrufe.

d) E(n): Integer -> void
mit ©(log(log(n))) print()-Aufrufe.

e) F(n): Integer -> void
mit ©(+v/log n) print()-Aufrufe.

Losung:

a)
A(n): Integer -> void
int m = 2*%n/3 + 1
for i in 1..m:
print(..)
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b)

<)

d)

B(n): Integer -> void

for i in 1..n:
for j in 1..n:

print(..)
for k in 1..n:
print(..)

C(n): Integer -> void

E(n): Integer -> void

c=0
while n > 1:
c=c+1
n=n/2
for i in 1 .. c:
if i*xi*xi < c:
print(..)




