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Ubung 4

— Musterlosung —

Hinweise:

Aufgrund des Feiertags am Donnerstag, den 10. Mai mussen die Losungen bereits bis Mittwoch, den
09. Mai um 16:00 Uhr in den entsprechenden Ubungskasten eingeworfen werden. Sie finden die Kasten
am Eingang Halifaxstr. des Informatikzentrums (Ahornstr. 55).

Da die Tutorien am Donnerstag, den 10. Mai ausfallen, kdnnen Sie in der Woche vom 7. bis 11. Mai eine
andere Gruppe lhrer Wahl besuchen.

e Die Ubungsblitter miissen in Gruppen von je 3 Studierenden aus der gleichen Kleingruppeniibung abgegeben
werden.

e Drucken Sie ggf. digital angefertigte Losungen aus. Abgaben z.B. per Email sind nicht zulassig.

e Namen und Matrikelnummer sowie die Nummer der Ubungsgruppe sind auf jedes Blatt der Abgabe zu
schreiben. Abgaben, die aus mehreren Blattern bestehen miissen geheftet bzw. getackert werden! Die
Gruppennummer muss sich auf der ersten Seite oben links befinden.

¢ Bei Nichtbeachten der obigen Hinweise miissen Sie mit erheblichen Punktabziigen rechnen!

Aufgabe 1 (Trindre Suche): (20 Punkte)
Betrachten Sie folgenden Algorithmus, der als Eingabe ein aufsteigend sortiertes Array E der Lange n > 0O
bekommt.

bool triSearch(int E[], int K) {
int left = 0, right = E.length - 1;
while (left <= right) {
int 1lmid = ceil((2 * left + right) / 3); \\ runde auf
int rmid = floor((left + 2 * right) / 3); \\ runde ab
if (E[lmid] == K || E[rmid] == K) {

}

return true;

if (E[1mid] > K) {

}

}

right = 1mid - 1;
else {
if (Elrmid] < K) {
left = rmid + 1;
} else {
left = 1Imid + 1;
right = rmid - 1;
}

return false;

}

Bestimmen Sie die maximale Anzahl S(n) der Schleifendurchldufe bei einer erfolglosen Suche. Leiten Sie dazu
zunachst eine Rekursionsgleichung fiir S(n) her und l6sen Sie diese exakt (d.h. nicht asymptotisch).
Hinweise:

Betrachten Sie zum Losen der Rekursionsgleichung den Spezialfall n = L;l und gehen Sie analog zur

Analyse der Bindrsuche vor.
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Losung:

Wir benutzen folgende Abkiirzungen: | = left, r = right, m; = 1lmid, m, = rmid. Sei n =r — [+ 1 die Lange
des undurchsuchten Arrays zu Beginn eines Schleifendurchlaufs. Wir bestimmen zunachst die maximale Grofe des
undurchsuchten Arrays nach einem Schleifendurchlauf. Es gibt drei Falle:

e Falls E[1mid] > X, dann ist die neue GroRe

2/ 4r 21+ r r—1
(m/—l)—/+1—m,—/—[ 3 —‘—/—[ 3 —/—‘_[ 3 —‘

e Falls E[rmid] < K, dann ist die neue Grole

P (met ) Hl=r—m=r- Wser - Pzzﬂ - [r_ /+32r" - Fr(éﬁﬂ - P”'

e Falls E[1mid] < K < E[rmid], dann ist die neue GroRe

(my—1) —(m+1)+1=m—m—1= {/JFQW— F/Jrﬂ—l

3 3

Um zu zeigen, dass dieser Wert kleiner ist als die resultierende GroRe aus den ersten beiden Fallen, schatzen
wir ihn nach oben ab. Dabei nutzen wir, dass | x| < x < [x] fiir alle x € R gilt.

|+ 2r B 214+ r 1
3 3

< I+ 2r B 21+ r 1
- 3 3

I+ 2r 21+ r 1:/+2r—2/—r_ r—/_lg[r—/".

< 1=
- 3 3 3 3 3

Demnach betragt die Groe des undurchsuchten Arrays nach einem Schleifendurchlauf maximal
r—1Il |[n—=1
3] | 3
Wir stellen folgende Rekursionsgleichung fiir S(n) auf:

0 falls n=20
S(n) = {1 +S([%52]) fallsn>0

Analog zur Analyse der Binarsuche (siehe Vorlesung 4) betrachten wir zunachst den Spezialfall n = L;l fiir ein

k > 0. Dann gilt
L N I it N il D At ) D A
3 3 3 2 2
3k-1 3kt -1
sty -5 (25 1es (2571).

5(n):S<3k_1) :k+5<302_1> = k+ S(0) = k.

Es folgt

Wir konnen ableiten, dass

2
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Fiir beliebige n € N vermuten wir, dass S(n) = k falls

k—1 3k
< < —
2 =173

— 3k l<op< 3k
<= k—1<logsz(2n) < k

Daher vermuten wir fiir n > 0 folgende Losung fiir die obige Rekursionsgleichung:
5(n) = [logs(2-n)| +1 (1)
Wir zeigen dies per Induktion tiber n > 0.
e Basis: S(1) =1=|logz(2-1)]+1

e Induktionsschritt: Sei n > 1. Dann:

S(n)—1+5<[n;1—D =1+ |logs

+
[y
| I

Es ist immer entweder n — 1, n oder n + 1 durch drei teilbar. Wir unterscheiden diese drei Falle:

— Falls n— 1 durch 3 teilbar ist, dann gilt [25*] = 251, d.h.,

011 o 157
e (529

=1+ [logz(2-(n—1))]
=1+ [logs (2n —2)]
=1+ [logs (2n)]

Die letzte Umformung gilt, da 2n — 2 durch drei teilbar sein muss. Daher ist weder 2n — 1 noch 2n
durch 3 teilbar, also insbesondere 2n — 1 # 3K und 2n # 3* fiir alle k € N. Sei k € N so gewahlt, dass
3k<2n—2<2n—1<2n< 3k Dannist

k = log;(3%) < logs(2n — 2) < logs(2n — 1) < logs(2n) < logs(3*T1) = k + 1.

Es folgt k = log5(3%) = |log5(2n — 2)| = |log5(2n — 1)] = |log5(2n) | < k + 1.
— Falls n durch 3 teilbar ist, dann gilt [%3*] = £, d.h.,

st =1+ o ([252] )|
s (39

1+ |1
1+ [logs (2n)]




o

Lehrstuhl fiir Informatik 2 Datenstrukturen und Algorithmen SoSe 2018
Modellierung und Verifikation von Software Ubung 4 (Abgabe bis 09.05.2018)

O~NOOT A~ WN -

— Falls n+ 1 durch 3 teilbar ist, dann gilt [252] = 2L, d.h.,

w011 (75713
oo (t23)

=1+ |logs (2n+2)]
=1+ |logs (2n)]

Die letzte Umformung gilt ahnlich wie beim ersten Fall: Da 2n + 2 durch drei teilbar sein muss, ist
2n+ 1 nicht durch drei teilbar. AuBerdem ist 2n+ 2 durch zwei teilbar und daher keine 3er Potenz. Es
folgt 2n+ 2 # 3% und 2n + 1 # 3* fiir alle k € N. Es folgt fiir ein k € N (analog zum ersten Fall):
k = log5(3%) = [log5(2n)] = |logz(2n + 1)| = [logs(2n+2)| < k + 1.

Damit ist Gleichung (1) bewiesen.

Aufgabe 2 (Bilineare Suche): (5 +5 + 10 = 20 Punkte)

Betrachten Sie folgende Variante der bilinearen Suche (siehe auch Vorlesung 4, Folie 16):

int bilinSearch(int E [], int K) {
int left = 0, right = E.length - 1;
while (left < right) {
if (E[left] != K || Elright] == K) { left = left + 1; }
if (Elright] != K || E[left] == K) { right = right - 1; }
¥
return left;
}

Wir nehmen an, dass K in E genau einmal vorkommt und dass lediglich das Uberpriifen der Schleifenbedingung
(Zeile 3) eine Zeiteinheit kostet. Sei n die Lange des Arrays E.
a) Bestimmen Sie die Worst-Case Laufzeit W(n). Begriinden Sie lhre Antwort.

b) Bestimmen Sie die Best-Case Laufzeit B(n). Begriinden Sie lhre Antwort.

c) Bestimmen Sie die Average-Case Laufzeit A(n) unter der Annahme, dass jede Position des Eintrags K in E
gleich wahrscheinlich ist. Begriinden Sie lhre Antwort.

Losung:

a) Im Worst-Case befindet sich K an Position 0. Dann wird right von n— 1 auf 0 dekrementiert. Die Schlei-
fenbedingung wird also n mal iiberpriift. Daher gilt

W(n) = n.

Hinweise:

e Der Worst-Case wird auch erreicht, wenn sich der Eintrag K an Position n — 1 befindet.
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b) Im Best-Case befindet sich K an Position m = |n/2|. Dann wird 1eft von 0 auf m inkrementiert und right
von n — 1 auf m dekrementiert. Die Schleifenbedingung wird also

max(m+1,n—m) =max([n/2] +1,n—|n/2]) = max(|n/2] +1,[n/2]) = |n/2] +1

mal tberpriift. Daher gilt
B(n)=1[n/2|+1

c) Da es n Moglichkeiten fiir die Position vom Element K gibt, und jede Mdoglichkeit gleich wahrscheinlich ist,
ist die Wahrscheinlichkeit, dass K an Position i € {0, ..., n} liegt gegeben durch 1/n. Falls K an Position /
liegt gibt es

+1  fallsi> 2
max(i+1,n—1i)= IJF, aszl_Ln/J
n—i ,fallsi<|n/2]

Schleifendurchlaufe. Die Average-Case Laufzeit betrdgt also

n—1

A(n):z%-max(ﬂrl,nf/)

=0

1 n—1
= (; max(i +1,n— /))

1 [n/2]—1 n—1
= Z(n—/)—&—.Z(/—i-l)
i=0 i=|n/2]

X n (= (= (/2] = 1)+ (In/2) + 1)+ ([nf2) +2) 4+ 4
n —_—

=[n/2]+1

e Falls n gerade, gilt |n/2| = n/2 = [n/2] und daher

A(n) %Z i

i=n/2+1
2 n ' n/2
2 (yiey
i=0 i=0
_2(nm+n n?/4+n)2
n 2 2

= % (P +n—n?/4—n/2)

=n+1-n/4-1/2
3 1

:Zn+§
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e Der Fall das n ungerade ist ist analog (Beachte: |n/2| = (n—1)/2 und [n/2] = (n+1)/2):

1({n-1 o
A(n):f 7+1+2 Z i
i=n/2+3/2

n/2+1/2

_2(n+ 1 n?+n n2/4+2n/4+1/4+n/2+1/2
T n ( 4 2 2 )
% (n/2+1/2+n*+n—n?/4—2n/4—1/4—nj/2—1/2)
1/3
= <4n2 +n/2 — 1/4>
3 11
"2 4
Aufgabe 3 (Substitutionsmethode Reloaded): (5+5+10+8+9+8+1 = 46 Punkte)

Sei X eine beliebige Menge. Eine Relation C C X x X heit Halbordnung auf X, wenn C eine anti-symmetrische
Quasiordnung auf X ist. Wir nennen (X, C) einen vollstdndigen Verband, falls jede Teilmenge M C X sowohl eine
kleinste obere Schranke, als auch eine grokte untere Schranke (jeweils im Sinne der Halbordnung C) in X hat.
Eine Funktion V: X — X heillt monoton beziiglich C, falls fiir alle x, y € X gilt:

x Cy impliziert V(x) C V(y).
Ein Element z € X heillt Fixpunkt von WV, falls
V(z) =

Das Prinzip der Fixpunktinduktion besagt folgendes: Wenn (X, C) ein vollstandiger Verband ist, W: X — X eine
beziiglich © monotone Funktion ist, und es ein Element x € X gibt, sodass

V(x) C x,

dann hat W einen Fixpunkt p € X derart, dass

a) Es sei die Menge T definiert als
= {T|T:N—RyoU{oo}}
und die Relation < definiert als
ST genau dann, wenn Yn: S(n) < T(n).

Beweisen Sie, dass (T, <) ein vollstandiger Verband ist.
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b) Es sei die Funktion ®: T — T gegeben durch

1, fallsn=0
2-T(|%])+n, fallsn>o0.

®(T)(n) = {
Beweisen Sie, dass ® monoton beziiglich < ist.
c) Beschreiben Sie, wie sich per Fixpunktinduktion zeigen ldsst, dass fiir eine Rekursionsgleichung T (n) gilt:
T(n) € O(f(n))
d) Zeigen Sie per Fixpunktinduktion, dass fiir die Rekursionsgleichung
T(1) =1
T(m = 2-T(|3])+n.
gilt:
T(n) € O(2nlogy(n))

e) Zeigen Sie per Substitutionsmethode aus der Vorlesung, dass fiir die Rekursionsgleichung aus d) gilt:
T(n) € O(n?)

f) Zeigen Sie die Aussage aus e) per Fixpunktinduktion.

g) Welche der Teilaufgaben fiel Ihnen leichter: e) oder f)? Begriinden Sie lhre Antwort.

Losung:

a) Wir miissen zeigen, dass = reflexiv, transitiv, und anti-symmetrisch ist.

=< ist reflexiv: Fir alle T gilt:

Vn: T(n) = T(n)
== Yn: T(n) < T(n)
S T T
< ist transitiv: Esseien S, T, U € X, sodass
ST <=xU
Daraus schlussfolgern wir:
ST XU
— Vn:  S(n) < T(n) < U(n)
= Vn:  S(n) < U(n)
= S=U
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=< ist anti-symmetrisch: Es seien S, T € X, sodass

S <T und T

PN
W

Daraus schlussfolgern wir:

ST und T <S5

— Vn:  S(n) < T(n) und Yn: T(n) < S(n)
= vn: S(n) < T(n) und T(n) < S(n)

= Vn:  S(n) = T(n)

= S=T

Wir miissen nun noch zeigen, dass kleinste obere und groRte untere Schranken gebildet werden konnen. Diese
bilden wir punktweise, d.h. fiir eine Teilmenge S C T bilden wir das Supremum (kleinste obere Schranke)
durch

(sup S)(n) = sup s(n)
seS

Das Supremum auf der rechten Seite existiert immer, da die Menge {s(n) | s € S} entweder nach oben
beschrankt ist und somit ein Supremum in R existiert, oder aber die Menge ist unbeschrankt und das
Supremum ist somit co.

Das Infimum von S bilden wir durch
(inf S)(n) = SIQE s(n)

Das Infimum auf der rechten Seite existiert immer, da die Menge {s(n) | s € S} immer nach unten
beschrankt ist, da die O das kleinste Element in R>q U {o0} ist.

b) Wir miissen zeigen: aus S <X T folgt ®(S) =< &(T). Letzteres leiten wir wie folgt aus Ersterem ab:

d(S) = o(T)
= Vn:  ®(S)(n) < d(T)(n)
1, falls n=20 1, falls n=20
<~ vn: <
2-S([2])+n, fallsn>o0. 2-T(|%])+n, fallsn>o0.
n n
: . — < . _
< Vn>0: 25({2J>+n_2T({2J)+n
n n
_ < _
= w0 s([5]) = 7([3))
= vn: S(n) < T(n)
= ST
c) Seien fiir T(n) die Basisfalle T(0) = rg, ..., T(k) = rx gegeben sowie der rekursive Fall
T(n) = g(T.n),
wobei g eine Funktion ist, die sowohl von T als auch von n abhangt. Man stellt nun die folgende Funktion
W auf
1, falls n =0,
W(T)(n) = '
I falls n = k,

g(T, n), andernfalls.
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und zeigt, dass W monoton beziiglich < ist.
AnschlieBend sucht man sich einen geeigneten Kandidaten ' € ©(f) und zeigt

v(f) = .

Dem Prinzip der Fixpunktinduktion folgend, hat man damit namlich gezeigt, dass f’ groBer gleich einem
Fixpunkt von W und damit einer Losung der Rekursionsgleichung T ist.

d) Wir benutzen die Funktion ® aus Aufgabe b), als Kandidaten f'(n) = 1+2nlog,(n) und zeigen ®(f') < "
d(f")(n) = d(1+2nlog,(n))

)L falls n=20
B {2- (1+2]3]logs (|5])) +n, fallsn>0.

)L falls n=10
~|2-(1+nlog, (2)) +n, falls n >0,

IN—=

1+ 2nlog,(n)

Fir n = 0 ist die Ungleichung einfacherweise erfiillt. Wir betrachten also die Ungleichung fiir den Fall n > 0:

2- (1 + nlog, (g)) +n < 14 2nlog,(n)
2+ 2n(log,(n) — l0g(2)) +n < 1+ 2nlog,(n)
1+ 2nlog,(n) —2n+n < 2nlog,(n)
1-n <0

Letzteres stimmt fiir natlirliche Zahlen n > 0.

e) Wir zeigen T(n) € O(n?), also es existiert ¢ > 0 und ng, sodass fiir alle n > ng
T(n) < c-n?

gilt, per Induktion tiber n. Wir wahlen dazu ¢ =2 und ng = 0.

Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt:

T(1) =1<2 =212 = ¢c-n?

Induktionshypothese: Fiir ein beliebiges aber festes n gilt: Fiir alle m < n gilt

T(m) < c-m?.
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Induktionsschritt: Wir schlussfolgern fiir n > 0 wie folgt:

2 7((3])

gJ2+n (da |

[
2~C-<ﬂ>2+n

T(n)

INT

2-c- | <n)

NI

IN

I
N
N‘:MM‘:I\J

Al
N S =
S NN
Y4+ o+
S S

N

cn

f) Wir benutzen die Funktion ® aus Aufgabe b) und als Kandidaten f’ die Funktion
f'(n) = 14+4n°.
f'(n) ist in O(n?), weil
f'(n) = 14+4n* < 4n*+4n0° = 8n°

fir alle n. Wir setzen f" in ® und zeigen &(f') < f':

/ 1, falls n=0
*(f)(n) = 2. (1 +4L%J2> +n, falls n>0.

1, falls n=20
< 2

2-(144(3)%) +n. falls n>0.
B 1, fallsn=0
|2+ 2m%+n, fallsn>0.
< 14417

Fir n = 0 ist die Ungleichung einfacherweise erfiillt. Wir betrachten den Fall n > 0:

!
242n°4+n < 14+4n°
= 14+n < 2n?
<= 14+n < n?+n?

Letztere Ungleichung ist fiir alle n erfiillt.

g) Dem Autoren dieser Musterlosung fiel Aufgabe f) viel einfacher, da eine vergleichsweise komplizierte Induk-
tion liber n nicht notig war. Insbesondere wird bei Fixpunktinduktion nur ein Induktionsschritt durchgefiihrt.
Die Basisfalle miissen nicht gesondert betrachtet werden.
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Aufgabe 4 (Rekursionsbiaume): (7 + 7 = 14 Punkte)
a) Stellen Sie einen Rekursionsbaum fiir die Rekursionsgleichung
T0) =1
T(1) =1

n
UORERA()
(n) 16 +n
auf und erraten Sie anhand des Baumes eine asymptotisch korrekte Losung der Rekursionsgleichung.

b) Beweisen Sie mit einer beliebigen Methode aus Vorlesung oder Ubung, dass die von lhnen erratene Losung
korrekt ist.

Losung:

a) Unten sehen wir den aufzustellenden Rekursionsbaum.

| T N

i< iaan j v

ijiiErs M) T (%) M)
;—s 7c B G

FHEES [ i N

1
n n 1 n n n
256 196‘ 196‘ z;s r'ws Tz;s Tz;s
n n n n n
1%‘6‘ 196’ 256 266 266 266

/| RPN N

e o 0O [}
LS U A A CH AU
i .

() T() TU) T T() T o eeese Tl) T T() TM) T,
N Bredfe: (@00 | el % Tiefe: Logy () 1
Leve( 0: N = (4°--n—. ~ fE level A: % ¢ = (‘«'4?4 L ark) Level 14“ HE

() -4 Loy, (W)
E 2 4+ 40 = w"t

Wir erraten somit die asymptotische Losung n.

b) Wir nutzen Fixpunktinduktion, stellen die Funktion ®, gegeben durch

1, falls n=0oder n=1,
(T =
(T)(n) {4 T(|%]) +n, fallsn>0,

11
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auf, wahlen als Kandidaten f'(n) = 1 + 4n, und zeigen &(f') < "

d(F)(n) = d(1+4n)

B 1, falls n=0 oder n=1,
4 (1+4[2])+n falsn>o0.
1, falls n=0 oder n=1,
4-(1+1%2)+n, fallsn>o0.

< 1+4n

Fir n =0 und n = 1 ist die Ungleichung einfacherweise erfillt. Wir betrachten also die Ungleichung fiir den
Fall n > 1:

4 (142 4n < 1440
16 =
= 44+n+n < 1+4n

<= 3 < 2n

Letzteres gilt fiir alle naturliche Zahlen n > 1.
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