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Prof. Dr. Ir. Joost-Pieter Katoen Christian Dehnert, Friedrich Gretz, Benjamin Kaminski, Thomas Stroder

Tutoraufgabe 1 (Rekursionsgleichungen):

Geben Sie die Rekursionsgleichung T(d, /) fiir die Laufzeit des folgenden Algorithmus an. Gehen Sie dabei davon
aus, dass die elementaren Operationen {+, —,-,/, ,/} € ©(1) liegen.

float sierpinski(int depth, float length) {
if (depth > 0) {
return sierpinski(depth-1, length/2) +
sierpinski (depth-1, length/2) +
sierpinski (depth-1, length/2);
} else {
// berechne die Flaeche des Dreiecks
return /length? — (length/2)2 x (length/2);
}
}

Hinweis: http://de.wikipedia.org/wiki/Sierpinski-Dreieck

Losung:
Die Rekursionsgleichung lautet

3-T(d—1,1 64+2) fallsd>0
T(d,/):{ (d=13)+(6+2) e

Der Parameter [ hat also keinen Einfluss auf die Laufzeit.

Tutoraufgabe 2 (Substitutionsmethode):
Gegeben sei die folgende Rekursionsgleichung:

2
T(n) = 4T(3) + gy fallsn>1
1, sonst

e Schatzen Sie mit Hilfe des Rekursionsbaumes eine (mdglichst asymptotisch scharfe) obere Schranke fiir die
Komplexitatsklasse der Laufzeit T(n), d.h., geben Sie eine nicht-rekursive Funktion f(n) mit T(n) € O(f(n))
an.

e Beweisen Sie mit Hilfe der Substitutionsmethode, dass T (n) € O(f(n)).

n
Hinweis: Die n—te Partialsumme der harmonischen Reihe ist definiert durch H, := >_ % und hat folgende Eigen-
i=1

schaften:
(i) Yn> 1. log(n) < H,
(i) Yvn>1. Hy,—log(n) < Hp—1 —log(n—1)

Losung:
Hinweis:
Das Mastertheorem ist nicht anwendbar, da % ¢ O(n>7¢), Iog,f(n) ¢ ©(n?) und % ¢ Q(n?te).

Wir betrachten den Rekursionsbaum:
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T(”) 2
Iogg(n) logo ()
oau(n) T(n/2) T(n/2) T(n/2) T(n/2) .
(6] n n n n n 09, (2
92 TT002(D) TT002(D) T1002(D) T1002(D) loga(2)
T(n2/4) T(n2/4) T(n2/4) T(n2/4) T(n2/4) T(n2/4) T(n2/4) T(n2/4) e
T5T00:(D) | | T6T003(D) | | T6T005(D) || T6T002(D) To0s(D) || T6700(D) || T67095(2) || T6T002(D) lo92(%)
T)TM)T@)TO)TA)TL)T(A)T(L) o T()T)TA)TA)T(1)T(1)T(1)T(1)
< 4'092(’7) — n|092(4) — n2 »

Aus dem Rekursionsbaum leiten wir folgende Abschatzung ab:

logp(n)—1 2 5
Tga(Zy) + 1

log,(n)—1

T(n)

g —ea@)) + 1
logy(n)—1
= n?-( )+ n?

|092(”) i

loga(n)
= - (X )+ (Summe gedreht)
i=1
n? -log(log,(n)) + n? (mit wachsendem n)

Q

Daher stellen wir folgende Vermutung auf:

T(n) € O(n*-log(log,(n)))

Behauptung: T(n) € O(n? - log (log,(n)))

Beweis:
Wir miissen zeigen, dass:

Je1 > 0. 3ng > 0.VYn > ng. T(n) < 1 - n? - log(log,(n)))

Wahle ng =4 und ¢; =10 - |092

Induktionsanfang:

2
— 42 . 42 B
. 7—(4)*4'7—(2)4»@74.(4.7—(1)+@)+®740
T(2)=8
<10 k5 - 4% log(log,(4)) = 10 - 4% = 160
. T(5):4 TR+ s =4 (4 T2+ pog) + org ~ 4 (4-8+5.68) + 10.77 = 161.49

<10- - 52 - log(log,(5)) ~ 303.83

T(6) = 4 TG) + g =4 (4-T(2)+ 23) + oo ~ 4+ (4-8+5.68) + 13.93 = 164.65
<10- -62 - log(log,(6)) ~ 493.25

Iog 2

T(7)—4 T(4)+,o ~4-40+17.45 = 177.45

<100 g3 7 log(log2(7))~729 71
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Induktionsvoraussetzung: Yng < m < n. T(m) < ¢; - m? - log(log,(m))

Induktionsschluss:

T(n)

< 4-af-log(loga(8) + g
-

-
< -

= Cl-

= Cl-

IN

Cy -

n?

n2

n2

N

N

4T(g)+ n?

log,(n)
2
log,(n)

Induktionsvoraussetzung

-log(log,(n) — log,(2)) + %

-log (logy(n) — 1) + %

- (log (1092(1)) ~ fogamy) +

log,(n)

s ‘ (i)  log(k — 1) < Hk—1 — Hy +log(k) = —1 + log(k)

.n? 2
-log (loga () — (245 + 5y

-log (log,(n)) + (1 —c1) -

2
log,(n)

( )

<0 fiir c;=4 und n>ny=4

-log (log,(n))

Tutoraufgabe 3 (Variablentransformation):

Nutzen Sie die Methode der Variablentransformation um eine (asymptotisch scharfe) obere Schranke fiir die
Rekursionsgleichung

zu bestimmen.

Losung:

T(n)=T(H/n)+3

a)

L

T(n)=T(n)+3

T™ =T(2%)+3

m
3
S(m) < c-logzm

S(m)=5S(=)+3

T(n) < c-logslog,n
T(n) € O(loglog, n))

Tutoraufgabe 4 (Master-Theorem):

| Variablentransformation m = log, n
| Umbenennung T(2™) = S(m)

| Losung Rekursionsgleichung (z.B. MT): S(m) = S(g) +3

| m=logyn

Geben Sie fiir folgende Rekursionsgleichungen (mit Begriindung) an, ob diese mit dem Master-Theorem gelost
werden konnen. Falls dies der Fall ist, geben Sie auch die resultierende Komplexitatsklasse an.

a) T(n)=4-T (%) +5n

b) T(n)=4-T (%) +4n
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c) T(n)=2-T (§)+n?
d) T(n)=2-T(n)
Losung:
a) Essind b=4, ¢ =2 und f(n) =5n. E wird nun wie folgt bestimmt:
_ log(4) 2 5
~log(2) 1

b)

Damit gilt nf = n?. Wahle nun & = 1. Damit gibt es nun zwei Konstanten ¢/ =5 und ng = 1, sodass gilt
Vn>ne: f(n) = 5n < 5.-n*t = ¢ .nfF¢

und damit gilt f(n) € O(nf~¢). Somit findet der erste Fall des Master-Theorems Anwendung und es ergibt
sich die Komplexititsklasse © (nf) fiir T(n), also

T(n) € 0(n?) .

Es sind b =4, ¢ =4 und f(n) = 4n. E wird nun wie folgt bestimmt:
_ log(4) 2 _ 1
~ log(4) 2

Damit gilt nf = n. Damit gibt es nun drei Konstanten ¢; = ¢, =4 und ny = 1, sodass gilt

Vn>ng:c-nf = 4.0t < < 4.0t = -nf

4n
~~
=f(n)

und damit gilt f(n) € © (nE). Somit findet der zweite Fall des Master-Theorems Anwendung und es ergibt
sich die Komplexititsklasse © (nf - log(n)) fir T(n), also

T(n) € ©(n-log(n)) .

Essind b=2, ¢ =2 und f(n) = n?. E wird nun wie folgt bestimmt:
_ g2 _ 1 _
~log(2) 1

Damit gilt nf = n. Wahle nun € = 1. Damit gibt es nun zwei Konstanten ¢/ = 1 und ng = 1, sodass gilt
Vn>no: f(n) = n*> > 1.n*1 = /. pFte

und damit gilt f(n) € Q (nE“). Somit fande der dritte Fall des Master-Theorems Anwendung. Es ist jedoch
noch die zweite Bedingung 30 < d <13ngVn>ng: b-f (g) < d- f(n) zu iberpriifen. Wir wahlen dafiir
d= % Damit ergibt sich

n n? 1, 1
. Z) = 0. — . < Z.pn2 = 4.
bf(c) 255 = 5 < 5o = d-f(n),
was offensichtlich fiir alle n gilt. Somit sind beide Bedingungen fiir den dritten Fall des Master-Theorems
erfiillt und es ergibt sich die Komplexitatsklasse ©(f(n)) fiir T(n), also

T(n) € ©(n?) .
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d) Essind b=2, c=1und f(n) = 0. E wird nun wie folgt bestimmt:

log(2 2
0g(2) = — = undefiniert
log(1) 0

Damit kann das Master-Theorem nicht angewendet werden.

Ein Algorithmus, dessen Laufzeit durch die vorliegende Rekursionsgleichung beschrieben werden kann, ware
beispielsweise der folgende:

int diverge(int k) {
if (k > 0){
diverge (k) ;
diverge (k) ;

}

Die Rekursionsgleichung T(0) =0, T(n) = 2-T(n) beschreibt die Anzahl der Aufrufe von diverge. Dieser
Algorithmus terminiert jedoch fiir alle kK > 0 nicht. Der Grund dafiir ist, dass jeder Aufruf von diverge die
Funktion diverge wieder mit demselben k aufgeruft. k wird also mit jedem Aufruf nicht verringert. Die
~Komplexitatsklasse” des Algorithmus’ ist sozusagen ©(c0).

Aufgabe 5 (Rekursionsgleichungen): (1+3+3+3+3+5" Punkte)

a) Im Folgenden betrachten wir das Problem der Tiirme von Hanoi. Gegeben sind 3 Stabe. Initial sind die
Stabe 2 und 3 leer, und auf dem ersten Stab befinden sich n Scheiben paarweise unterschiedlicher Grofe.
Die Scheiben sind dabei in aufsteigender GroBe angeordnet, die grofte Scheibe liegt also unten und die
kleinste oben (siehe Abbildung 1).

Stab 1 Stab 2 Stab 3

Abbildung 1: Die Tirme von Hanoi mit n = 3 Scheiben.

Die Aufgabe ist nun, die Scheiben von Stab 1 auf Stab 3 zu verschieben. Dabei darf

e als elementare Operation immer nur die oberste Scheibe von einem Stab auf einen beliebigen anderen
gelegt werden,

e niemals eine groBere Scheibe auf einer kleineren liegen.

Ein Algorithmus, der eine das Problem 16st, geht wie folgt vor:

// verschiebt die Scheiben von a nach c
// benutzt b als Puffer
verschiebe (int anzahlScheiben, Stab a, Stab b, Stab c) {
if (anzahlScheiben > 0) {
// verschiebe alle bis auf eine der Scheiben von a nach b
verschiebe (anzahlScheiben - 1, a, c, b);
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b)

d)

f)

// verschiebe oberste Scheibe von Stab a nach Stab c
verschiebeObersteScheibe (a, c);

// verschiebe die temporaer verschobenen Scheiben von b nach c
verschiebe (anzahlScheiben - 1, b, a, c);

}

Geben Sie die Rekursionsgleichung fiir die Laufzeit dieses Algorithmus in Abhangigkeit der Anzahl Scheiben
n an.

Zeigen Sie mit Hilfe der Substitutionsmethode, dass fiir

T(n) = 2-T([2])+n fallsn>1
= 1 sonst

gilt T(n) € Q(n-logn).

Hinweis: Es darf hierbei nicht davon ausgegangen werden, dass die Rundung beim rekursiven Aufruf einfach
vernachlassigt werden darf.

Zeigen Sie, dass die Losung der Rekursionsgleichung

Th—1)+1% fallsn>1
T(n) = (n—1)++ asn_
1 falls n=1

in ©(log n) liegt.
Zeigen Sie mit Hilfe der Rekursionsbaum-Methode, dass die Losung der Rekursionsgleichung

T(n) = {T(g) +T(3n)+cn fallsn>1
1 sonst

in Q(nlog n) liegt fiir alle c € R, ¢ > 0.

Raten Sie mit Hilfe der Rekursionsbaum-Methode die Komplexitatsklasse (©) der Lésung der Rekursions-
gleichung
T( )+2T(g)+n fallsn>1
T(n) =
sonst
und beweisen Sie ihre Vermutung anschlieBend mit Hilfe der Substitutionsmethode.

Hinweis: Um eine Vermutung herzuleiten, kann es hilfreich sein, die geometrische Summe anzuwenden:

n+1

Zaoq*ao 1=a™ fir g # 1.

Diese Aufgabe ist eine Bonusaufgabe. Das bedeutet, dass die Punkte nicht zur Summe der erreichbaren
Punkte beitragen, aber in dieser Aufgabe erhaltene Punkte ganz normal gutgeschrieben werden.

Zeigen Sie mit Hilfe der Substitutionsmethode, dass fiir

T(n) = 2-T([8))+n fallsn>1
= 1 sonst

gilt T(n) € Q(n-logn).
Hinweis: Es darf hierbei nicht davon ausgegangen werden, dass die Rundung beim rekursiven Aufruf einfach
vernachlassigt werden darf.
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Losung:

a) Die Rekursiongleichung ist gegeben durch T(n)=2-T(n—1) + 1.

b) Zu zeigen ist jetzt, dass fiir geeignete ¢ und ng, T(n) > cnlog, n fiir alle n > 2 =: ng gilt. Wir wahlen als
Basis b = 2. Wir haben die Basisfalle:

2
= =|)+2=42>2clog,2< c<
T(2)=2T 5 2 2clog, 2

2log, 2
=2
3 11
T(3)=2T(|=|)+2=2T(2)+3=8+4+3=11>3clog,3< c <
2 3log, 3
N——
~2.31

Als Induktionsannahme erhalten wir fiir ein geeignetes c:
T(m) > cmlog, (m) firalle2<m<n
Somit ergibt sich fiir den Induktionsschritt:

T(n) =27([5])+n
\%
(2) 2c [gw logs ( [gb +n
> 2! |og2(ﬁ) +n
2 2
cn(log, (n) —log, (2)) 4+ n
= cnlog, (n) — cnlog, (2) +n

cnlog, (n) —cn+n [fir0<c<1

> cnlog, (n)

Die Wahl ¢ = 1 erfillt die Bedingung fiir den Induktionsanfang und den Induktionsschritt. Damit ist die
Aussage gezeigt.

c) Umschreiben der Rekursionsgleichung ergibt:

T(n)=T(n- 1)+%

1 1
=T(h=2)+ —— + =
(n )+n—1+n
1 1 1
=T(nh—-(n-1 T
(n—(n ))+n—(n—2)+ +n—1+n
1 1
=T(1)+= -
(+=+ +n_1 p

Aus den Hinweisen aus Tutoraufgabe 2 kdnnen wir ableiten, dass log(n) < H, < 2log(n) fiir n > 2. Das
bedeutet unmittelbar, dass H, = T(n) € ©(log(n)).
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Leiten wir nun die Ungleichungen ab. log(n) < H, fiir n > 2 ist durch Hinweis (i) gegeben. Es bleibt also
zu zeigen, dass H, < 2log(n) fiir n > 2:

Hp, —log(n) < Hp—1 —log(n—1) < H, <log(n) + Hy,—1 —log(n — 1)

(if) < (Ha_a—log(n—2))
< log(n) + Hy—o — log(n — 2)
< ...
< log(n) + Hy —log(1)
< log(n) + \1/ -0
<log(n) fiir n>2
< 2log(n)

d) Der resultierende Rekursionsbaum ist nicht vollstandig (er besitzt Pfade unterschiedlicher Lange von der
Wurzel zu einem Blatt). Fiir die Abschatzung einer unteren Schranke reicht es jedoch hier aus nur den
“oberen Teil des Baums” zu betrachten. An der Rekursionsgleichung kann man ablesen, dass der kiirzeste
Weg von der Wurzel zu einem Blatt die Lange log; n hat. Da jede Ebene genau Kosten cn verursacht, folgt
direkt, dass T(n) > cnlogsz n € Q(nlog n).

e) Aus der Rekursionsgleichung konstruieren wir den folgenden Rekursionsbaum.

TE]n) "
T(n/2) T(n/6) T(n/6) ($)n
n/2 n/6 n/6 6 |096(I7)
[
092(n) T4 | [T/ ] [T(/12)] T(n/12) | [T(n/36)] [T(n/36)] 50
n/4 n/12 n/12 n/12 n/36 n/36 (8)7n

e

T(n/8) || T(n/24)|| T (n/24) 7 RN SN
n/8 n/24 n/24

' TOTWTWTO)TO)TA)T(1)T(1L)

Als Hypothese erhalten wir
log n i 51\log n+1
5 1—(3)
E (6>n:n1_5€@(n)
~———

TOTO) T T T T()TA)T(1)

i=0 6

— 6 flir n— o0

Wir beweisen die Vermutung nun mit Hilfe der Substitutionsmethode. Als Induktionsbasis erhalten wir

T(l)=1<c
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Nehmen wir daher nun an, dass T(m) < cm fiir eine Konstante ¢ > 0 und alle 1 < m < n. Dann gilt
n n
< CE + 26ﬁ +n
- 2 6

—5cn+n
6

5
:(1+6c)n | firc > 6

<cn
Daher gilt T(n) € O(n). Es bleibt zu zeigen, dass T(n) € Q(n):
n n

Schlussendlich folgt aus T(n) € O(n) und T(n) € Q(n) die gewiinschte Aussage T (n) € ©(n).

f) Zu zeigen ist jetzt, dass fiir geeignete ¢ > 0 und ng, T(n) > cnlog, n fiir alle n > ng gilt. Wir wahlen als
Basis b = 2. Wir haben die Basisfille:

2

T(2)=2T(|= 2=4>2cl 2 <
(2)=2T(|3])+2=422clog2 ¢ ¢ < 5
=2

T(3)=2T( 3 )+2=42>3clog,3< c<
N 12 ] T 9 ~ 3log, 3
N——
~0.84

Als Induktionsannahme erhalten wir fiir ein geeignetes c:
T(m) > cmlog, (m) firalle2<m<n
Somit ergibt sich fiir den Induktionsschritt:

T(n) = qugJ) +n

(g) 2¢ {gJ logs( EJ) +n

n—1 n—1
> 2¢(*5=)logs (“5=) +n

= c(n—1)(loga () + logs (1~ ) ~log, (2)) +

1 1
= cnlog, (n) + cnlog, (1 — E) —cnlog, (2) — clog, (n) — clog, (1 — E) + clog, (2) +n

*)
>0 fir n>2

Y

cnlog, (n)
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Es bleibt zu zeigen, dass die Ungleichung (*) fiir ein geeignetes c erfiillt ist.

1 1
cn logy (1 — E) —cnlog, (2) — clog, (n) — clog, (1 — E) +clogy(2)+n
—_——
>log, 5 =—1 fiir n>2

1
> —cn—cn—clog, (n)—clog, (1 — ;) +clog, (2) +n
——
<n v

=—-cn—cn—cn+_c¢ +n
N~~~
>0

1
> —3cn+n |c<§

>0

Der Induktionsschritt und die Basisfille konnen daher fiir ¢ = % durchgefiihrt werden. Damit ist die Aussage
gezeigt.

Aufgabe 6 (Master-Theorem): (3+3+3+3 Punkte)

Geben Sie fiir folgende Rekursionsgleichungen (mit Begriindung) an, ob diese mit dem Master-Theorem gelost
werden konnen. Falls dies der Fall ist, geben Sie auch die resultierende Komplexitdtsklasse an.

a) T(n)=16- T(g)+72n
b) T(n)=27-T (2)+n?+n"2
c) T(n)=16-T(

) n3+2n

d) T(n)=4-T (ﬁ) + n-log,(n)

Losung:

a) Essind b =16, c = 4 und f(n) = 72nV2. E wird nun wie folgt bestimmt:
log(16) 4

log(4) 2

Damit gilt nf = n?. Wihle nun ¢ = 2 — v/2 ~ 0.586. Damit gibt es nun zwei Konstanten ¢’ = 72 und
no = 1, sodass gilt

Yn>ng: f(n) = 72nV2 < 72.p2"(@V2) _ 1 pE-e

und damit gilt f(n) € O(nf~¢). Somit findet der erste Fall des Master-Theorems Anwendung und es ergibt
sich die Komplexititsklasse © (nf) fiir T(n), also

T(n)€O(n?) .

b) Essind b =27, c =9 und f(n) = n? + n¥2. E wird nun wie folgt bestimmt:

_log(27) 3
= Tog(o) 2 1P

10
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d)

Damit gilt nf = n'5. Wihle nun € = 0.5. Damit gibt es nun zwei Konstanten ¢’ = 1 und ng = 1, sodass
gilt

Vn>ng: f(n) = nP+nY2 > n? = 1.925105 = . pFte

und damit gilt £(n) € Q(nE*¢). Somit fande der dritte Fall des Master-Theorems Anwendung. Es ist jedoch
fiir den dritten Fall noch eine zweite Bedingung, namlich 30<d<13ng Vn>no: b- f (£) < d - f(n), zu
tiberpriifen:

d-’+d-n'? = d-(n*+n"?)

IA

bop (M) 2T 27nV?
(E) T T
1 27

+ < d.
3(1+nv2-2)  Qv2(n2-v2 4 1)

Die linke Seite der Ungleichung ist monoton fallend in n und ergibt fiir n = 1 ca. 0.77. Daher ist d = 0.8
eine sichere Wahl fiir d. Insgesamt sind also beide Bedingungen fiir den dritten Fall des Master-Theorems
erfiillt und es ergibt sich die Komplexitatsklasse ©(f(n)) fiir T(n), also

T(n) eo (n2 n nﬁ) — o).

Es sind b= 16, c =4 und f(n) = ”SLHQ” = n? + 2. E wird nun wie folgt bestimmt:
_ log(16) 4 _ 5
log(4) 2

Damit gilt nf = n?. Nun bestimmen wir den folgenden Grenzwert:

f(n n°+2
IimQ: lim i = liml+—=5 =1
n—o0 I’)E n—o0 n2 n—oo n

Da der Grenzwert konstant und echt gréBer 0 ist, gilt f(n) € © (nf). Somit findet der zweite Fall des
Master-Theorems Anwendung und es ergibt sich die Komplexitatsklasse © (n€ - log(n)) fiir T(n), also

T(n) € ©(n*-log(n)) .

Essind b=4, c =4 und f(n) = n-log,(n). E wird nun wie folgt bestimmt:
_ log(4) 2 _ 1
~ log(4) 2

Damit gilt nf = n. Da n-log,(n) iiberproportional (d.h. um mehr als einen konstanten Faktor) schneller
wachst als n, kdnnte — wenn iiberhaupt — nur der dritte Fall des Master-Theorems Anwendung finden. Wir
bestimmen nun also fiir ein beliebiges € > 0 den folgenden Grenzwert:

. f(n . n-logs(n . In(n "Hospi ) 1 . 1

lim g) = lim ﬂ = lim L PHospital iy~ — jim ——— =0
n—oo nEte n—oo  nlte n—oo In(2) - n¢ n—oo n-In(2) - ng~1 n—oo In(2) - n¢

Da der Grenzwert gleich 0 ist, gilt £(n) € o (n£+¢) und somit f(n) & Q (nE*¢).

Daher trifft der dritte Fall des Master-Theorems nicht zu und das Master-Theorem ist fiir diese Rekursi-
onsgleichung nicht anwendbar.
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