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Prof. Dr. Ir. Joost-Pieter Katoen Christian Dehnert, Friedrich Gretz, Benjamin Kaminski, Thomas Stroder

Tutoraufgabe 1 (Asymptotische Komplexitat):
Ordnen Sie die folgenden Funktionen nach ihrer asymptotischer Komplexitat in aufsteigender Reihenfolge:

nl, n? nlogn, n", ~/n, n, n3 27, 2997 jogn, nvn .

Losung:

logn < /n<n=2%9"<nlogn<n/n<n*><n*<2"<npl <n" .

fiir alle n groBer als ein gewisses ng.
(%) Die Aussage “n = 2'°9™ gilt nur fiir den Logarithmus zur Basis 2.

Tutoraufgabe 2 (Ungleichungen):

Zeigen Sie die folgenden Aussagen fiir beliebige n € N>9:

n n
a) > (4-i+3) < 4(n°+n) b) > log,i < log,n” c) logo,n < 3-logyn
=1 i=1
Losung:
a)
27:1(4/ +3) = 27:1 4+ 27:1 3
= 4.3 i+3n
= 4. (@) +3n
< 4n®+4n
= 4(n’+n)

b) Diese Aufgabe I6sen wir mit Hilfe des Logarithmengesetzes: log, x + log, y = log.(x - y).
1. Moglichkeit:

n n
Z log, i = 10gs H i =log, n! < log, n"
i=1 i=1

2. Méglichkeit

n n
Zlogzi < Zloan: n-log, n = log, n"
i=1 i=1

log, x

c) Fir diese Aufgabe nutzen wir ein weiteres Logarithmengesetz, den Basistausch: log, x = Tog, 2

lo 7|og4n72 lo <3-lo
n= =2- n . n
9o log, 2 ga n = 94
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Tutoraufgabe 3 (O-Notation):

Zeigen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

a) g(n) =2n% + 142n° + 462 € ©(n?) b) 271 € ©(2")
c) logn € O(v/n) d) max(f(n), g(n)) € ©(f(n) + g(n))
e) g(n) + f(n) € O(g(f(n)))

Losung:

(a) Die Aussage gilt: g(n) = 2n® + 142n° + 462 € ©(n3)

g(n) € ©(n%)
s dag,oeRmeN:c-n<gln<c-nVYn>ny |nach Definition

Diese Aussage ist fiir ng =1, ¢ = &~ und ¢ = 2 + 142 + 462 = 606 erfiillt.

2

q.ed
(b) Die Aussage gilt: 2"T1 € ©(2")
2n+1 c e(2n)
S Ja,0€eERMEN: ¢ -2"<2™ < ,-2"Vn>ny | nach Definition
&S da,€eR,neN:¢-2"<2.2"<-2"Vn> ng
<= 2:2"<2.2"<2.2"Vn>1 |aa=2,c=2,n=1
g.ed
Alternative Losung:
n+1
lim =lm2=2
n—o0 n n—o0
Hieraus folgt dass 2" € ©(2").
(c) Die Aussage gilt. Beweise:
Wir miissen zeigen dass lim,,_,o "2%’ >0 und limp_eo "igﬁ” < 00
lim log n L Hespital lim ﬁ _ 2v/n
n—o0 ﬁ o n—o0 eNG T oo n|n(2) o
q.ed

(d) Die Aussage gilt.

Es ist zu zeigen, dass Folgendes gilt:
dcy, @ €Rsg, g €N 1 - (F(n) 4+ g(n)) < max(f(n),g(n)) < c-(f(n)+g(n)) ¥Yn>ng

fiir c1, &2 € R>p und n > ny fiir ein hinreichend groes ng mit ng € N.
Wir beginnen mit max(f(n), g(n)) < ¢ - (f(n) + g(n)):
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Da f(n) und g(n) positive Funktionen sind gilt, (f(n) + g(n)) > max(f(n), g(n)). Aus dieser Abschatzung
erhalten wir dann unmittelbar:

Jo € Rxg, ng € N max(f(n), g(n)) < c-(f(n)+g(n) ¥Yn>ng

fiir ein beliebiges ¢ > 1 und n > ng.

Um den 2. Teil zu zeigen schatzen wir den Ausdruck f(n) + g(n) nach oben hin ab und erhalten

f(n) +g(n) 2-max(f(n), g(n))

<
& 3-f(n)+g(n) < max(f(n), g(n))

Hieraus ergibt sich unmittelbar:

da € Rxo, m € N: c - (F(n) + g(n)) < max(f(n), g(n))

fircp =2
qg.ed
(e) Die Aussage gilt nicht, wie wir an dem folgenden einfachen Gegenbeispiel sehen.
Fiir g(n) =1 und f(n) = n? gilt n?> ¢ O(1), denn es gibt kein ¢ € Rxg, sodass fiir alle n € N gilt:
n”<c-1
Offensichtlich gilt diese Gleichung fiir kein ¢ € R>q, wenn wir n = ¢ + 1 wahlen.
g.e.d

Tutoraufgabe 4 (Programmanalyse):
Gegeben sei der folgende Algorithmus zur Suche von Duplikaten in einem Array:

bool duplicate(int E[], int n) {

for(int i = 0; i < n; i++)
for(int j = i+1; j < n; j++)
if (E[1] == E[jD)

return true;

return false;

Er erhalt ein Array E mit n Eintragen, fiir das er lberpriift, ob zwei Eintrage des Arrays denselben Wert besitzen.

Fiir die Average-Case Analyse gehen wir von folgenden Voraussetzungen aus:

e Mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.3 gibt es im Array ein Duplikat.
e Es gibt immer maximal ein Duplikat.
e Wenn ein Wert doppelt enthalten ist, so steht dieser Wert an der ersten Position im Array.

e Das zweite Auftauchen des Wertes ist an jeder (anderen) Position gleich wahrscheinlich.

Bestimmen Sie in Abhangigkeit von n ...
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a)
b)

c)

Losung:

die exakte Anzahl der Vergleiche von Eintragen des Arrays im Best-Case.
die exakte Anzahl der Vergleiche von Eintragen des Arrays im Worst-Case.

die exakte Anzahl der Vergleiche von Eintragen des Arrays im Average-Case.

Wie in der Aufgabe gefordert zdhlen wir in dieser Aufgabe nur Vergleiche mit Eintragen Im Array, nicht aber der
Vergleich, der in der der Schleifenbedingung stattfindet.

a)

b)

Best-case Analyse B(n)

Die kleinste Anzahl von Vergleichen wird erreicht, wenn die ersten beiden Positionen den gleichen Wert
haben. Dann ist lediglich ein Vergleich notig. Eine Ausnahme bildet der Fall, dass das Array leer ist oder nur
ein einziges Element enthalt (n < 1), dann findet kein einziger Vergleich statt. Somit ergibt sich:

0 ,fallsn<1
B(n):{ alls n <
1 ,sonst

Worst-case Analyse W (n)

Die meisten Vergleiche ergeben sich, wenn kein Duplikat im Array vorhanden sind. In diesem Fall wird
die dussere Schleife vollstandig durchlaufen (n-Mal) und auch die innere Schleife wird jeweils vollstandig
durchlaufen. Hierbei wird die innere Schleife beim i-ten Durchlauf der dusseren Schleife (n — 1 — /)-fach
durchlaufen. In jedem Durchlauf der inneren Schleife findet ein Vergleich statt. Somit ergibt sich eine
Gesamtanzahl von Vergleichen im Worst-case von:

W(n):ni:(n—]_—j).]_:ni:(n_l)_ni:/:n.(n_l)_(n—2]_)-n:n-(r)2—l)
i=0 i=0 i=0

Average-case Analyse A(n)
Die Average-case Vergleichsanzahl ergibt sich wie folgt aus der Anzahl der Vergleiche Apypiikat(n) fiir den
Fall, dass ein Duplikat enthalten ist, sowie A_pypikat(n) fiir den Fall, dass kein Duplikat enthalten ist:

A-puplikat () - 0, 7 + Apuplikat(n) - 0,3

Wie bereits in Aufgabenteil b) bestimmt, gilt A-pupiikar(n) = W(n) = @ Fir den Fall, dass ein Wert x
an zwei Positionen steht, steht x unter anderem an der ersten Position im Array. Das zweite Auftreten ist
an jeder weiteren Position gleich wahrscheinlich, d.h. mit einer Wahrscheinlichkeit von %1 steht der Wert
x an Position 1 < j < n. Um ein Duplikat an den Stellen 0 und / zu entdecken, wird die duBere Schleife
einmal ausgefiihrt, die innere wird /i-mal durchlaufen. Es ergibt sich die folgende Anzahl von Vergleichen fiir

Apuplikat

n—1

Apupiikat(n) = > Pr{E[i] = x | 3j. 1 <j < n A E[0] = E[j]} - t(E[0] = E[i])
i=1

:§<ni1'/>

=1
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Somit ergibt sich eine Average-case Vergleichszahl von:



